Nome.........oeeveeeeeeeeeee . COGNOME. e, 24 Febbr&609 classe 5D
VERIFICA di MATEMATICA

Problema
Considera la funzione:

f(x) =eX(x% +x-2)

a) Fanne lo studio e traccia il grafico in un sistedheferimento cartesiano,

b) Deduci il grafico della funziong(x) = e (x* +|{ - 2) ed indica quali sono i punti di non derivabilita
specificandone la natura.

Quesiti
Scegli e risolvb tra i seguenti quesiti

1) Determina i parametri real e b affinché il grafico della funzioney = X2 +aln(x+b )assi per
I'origine degli assi e presenti un minimoxnal, specifica inoltre sg=1 & un punto di minimo relativo

0 assoluto.
e’ sex<0
2) Data la funziond,,(X) =1 px—1 determinaa eb in modo che sia derivabile 0. Traccia il
’ sex>0
2x-1

grafico della funzione corrispondente ai valoradib trovati.

3) Tra tutte le piramidi quadrangolari regolari reit le quali € costante e ugualkela somma
dell'altezza e dell’'apotema, determina quella dumte massimo.

4) Dire se la funzionef (x) = e* + 3arctanx € invertibile in tutto il suo dominio e, in caaffermativo,
dettag(x) la sua inversa, trovag¥1).

5) Dimostra che la derivabilita in un punto & conalii sufficiente per la continuita nello stesso punt
Fornisci un esempio che mostri che non e vercgwersa.

6) Dimostra che il lato del decagono regolare insziiitun cerchio & sezione aurea del raggio e zdiliz
il risultato per calcolare sen 18°.
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Soluzioni verifica del 24 febbraio 2009

Problema
Considera la funzione:

f(x) = eX(x? +x-2)

¢) Fanne lo studio e traccia il grafico in un sisteghaiferimento cartesiano,

d) Deduci il grafico della funziong(x) = e‘x‘ (x2 +|xl —2) ed indica quali sono i punti di non
derivabilita specificandone la natura.

f(-x)=e X (x? -x-2) £ f(X)

Dominio D = (- w;+0) poiché
-1 (X)

la funzione non é né pari né dispari

Segno e intersezioni con gli as$i(0) =-2 f(x)=20 = ex(x2 +Xx-2)20= x<-20x=1
Limiti agli estremi del dominio:|im ex(x2 +Xx-2)= [O Eqb] F.I.,

X — —00
2
ma f (x) x2 eX = XTX ~ 0". per confronto di infinitiy=0 & un asintoto orizzontale
X — —00 e

. X7,2 . Z oy f(X) . . .

lim € (x“ +x—-2) =400 poiché |j;n —— =+ non c’é asintoto obliquo.
X — +0o X — +00
Derivata prima e andamento della funziorié(x) = ex(x2 +3x-1), D'=D
Studio il segno della derivata prim&!(x)= 0 3.3 -3+y3

—_12_ — 2 2

= (x> +3x-1)=20 = xs%\/ﬁ 0 xz%\/ﬁ ________

X :375 punto di massimad (37@} =~ 021 massimo relativo

L _-3+13 ~3+413
2 2

punto di minimof{ j = —217 minimo

Derivata seconda e concavita:

Fr(x) = eX(x2 +5x+2) '
Studio il segno della derivata seconda’(x) = 0
— (x> +5x+2)20 =
(< 5TV o =517
2 2
-5-417 -5+417
2 2
——— < \ .
O In [ \/
=ﬂ; f ~5-317 = 019 flesso
2 2 ]
X = LZ\/E : f [LZ\/]'_?J = —145 flesso
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Il grafico di g(x) =€ (x2 +[x-2) si deduce da quello dix)
poiché g(x) = f(X). In x=0 la funzioneg(x) ha un punto
angoloso infatti |jm g'(X) = |lim f'(X) = -2 mentre

+ +

% N A N 2 2 X0 X0
| A J lim 900 =~ lim () =+2 quindi lim g'9 # lim ¢'()

X0 x_0t x-0" X-0"

Quesito 1

Determina i parametri reali a,b affinché il grafiatella funzioney = x2 + aln(x+Db) passi per l'origine

degli assi e presenti un minimo in x=1, specificameltre se x=1 & un punto di minimo relativo o
assoluto.

Poiché la funzione & derivabile nel suo dominie,ha un minimo ix=1 allora inx=1 la derivata prima e
nulla (attenzione la condizion®&1)=0 e necessaria, ma non sufficiente per gamantesistenza del

- . A . a L
minimo). Usando le regole di derivazione si ha= 2x+ e Le condizioni imposte dal problema
X

permettono quindi di impostare il seguente sistema:

fo=0 |aINb=0 a=0 Inb=0 b=1
= a = . O .
f'@=0 2+—=0 2=0impossibie |a=-4
1+b
La funzione ottenuta € quindi = X2 +-4In(x+1) con D = (—],'+oo). Per stabilire sg=1 € un punto di
minimo relativo o assoluto si puo studiare il segetia derivata prima :

-4 2x% +2x -4

'=2X+ >0

y X+1 X+1 2 -1

2x% +2x-42=0 x<-20x=21 _.J' ..... ) E—
=

Xx+1>0 x>-1  sEeses - -

x=1 e un punto di minimo assoluto (poiché non ceor® altri), il minimo e f (1) =1+ -4In( 2)

Quesito 2
Sl sex<0
Data la funzionef, , (X) =< px—1 determina a e b in modo che sia derivabile in x¥accia il
’ sex>0
2x-1

grafico della funzione corrispondente ai valoriade b trovati.
Affinché la funzione sia derivabile € necessarie sia continua, quindi le condizioni da imporreson

Verifica 24 febbraio 2009 5D 3



lim f(x)= lim f(x)=1(0)

X0 x-0
lim ') =lim f'(x)
X-0" x-0"

La funzione ottenuta & quindf:(x) =4 x-1

: . bx-1
lim % = lim -~ —
X-0" x_0* “X

. . b(@2x-1) -2(bx-1
lim & = [jm 22D (2 )
x>0 x-0" (2x-1)

X

e sex<0

sex >0 funzioneomograficacon centroC l;l
2x-1 2 2

N

4

=4

Quesito 3

Tra tutte le piramidi quadrangolari regolari retfger le quali € costante e uguale a k la sommaal&dizza e
dell’apotema, determinare quella di volume massimo.

Ricordando che il volume &olume= %\m AB
pongoVH = x si avra0 < x <g (quandox — O la piramide tende a
diventare un quadrato di diagonale thentre quandx — g la

piramide tende a ridursi ad un segmento di Iun%e%z)

PoichéVH +VE =k sihaVE=k-x e quindi, dal teorema di Pitagora

HE =+/(k—x)* = x? , poiché AB = 2HE , la funzione volume é\'/olumezgx[(k2 - 2kx):g(xk2 - 2kx2).

Tale funzione € una parabola, con concavita véisasso, il massimo si ha in corrispondenza deloeer

3

k k
Xmax = Z Volume,,, = ?
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Quesito 4

Dire se la funzionef (x) = €* + 3arctanx & invertibile in tutto il suo dominio e, in caatfermativo, detta
g(x) la sua inversa, trovare g'(1).

Il dominio della funzione & =R ed e derivabile essendo somma di funzioni derivala derivata prima e

fr(x)=e*+ 32,
1+x

poiché f'(x) > 00OxOR la funzione é
monotona crescente e quindi invertibile. Dad(x la yua inversa,

. . N . 1
per il teorema della derivata dell'inversa si §iql) = ——— dove
f*(%o) I
Xo € il valore in cui la funzionévale 1, cioé soluzione " W R wrao

1 2 3 4 5 6 7 8

dell’'equazionee™ + 3arctanx = 1

Tale equazione si puo risolvere graficamente teat i grafici
delle funzioni: y=¢e* -1 y = —3arctanx. -6t

Oppure osservando che é verificata gg= . 0

Quindi g'@) :%@:%

Quesito 5

Dimostra che la derivabilita in un punto & condize sufficiente per la continuita nello stesso punt
Fornisci un esempio che mostri che non e verornitm@wio.

Hp: f(x) derivabile inxy, cioé esiste finitdjm oo+ hr)] ~ ) . f!
h—'o

(Xo0)

Th: f(x) & continua inXg , cioé |im f(X) = f(Xy ) 0 equivalentementim f (Xg +h) = f(Xg)
X— X0 h-0

Dim

f (X0 +h) = f (%)
h

Dall'identita f (xg +h) = [h+ f(Xg), passando al limite si ha:

im f (v + ) = fim (-0 T = TC0)

™ [h+ f(Xy)) per le proprieta del limite si puo scrivere:
h-0 h-0

(00 M= 100) 1 c )

- m AW = TN i £ ) cioe

lim f(Xo +h) =lim ( h

h h-0
La continuita invece non e sufficiente alla deriNitdy infatti esistono funzioni continue, ma noerivabili ad
esempioy :|x| in X, =0 & continua, ma non derivabile perché ha un pumgolaso.

+ |hIrTgJ f(Xg) = f(Xp) c.v.d.

=0
lim f(xp +h) =
h—'O
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Quesito 6

Si dimostri che il lato del decagono regolare ingorin un cerchio e sezione aurea del raggio etsizzi il
risultato per calcolare sen 18°, sen 36°.

o) Un decagono regolare e costituito da 10 trianigokceli con angoli 36°, 72°, 72°.
Tracciando la bisettrice dell’'angolo Msi ottengono un triangolo isosc&€0 ed
uno simile a quello datABC. Dalla similitudine treABO e BCO si deduce che:

OB: AB= AB: CB, poiché perdAB = AC = CO, la proporzione si pud scrivere
comeOB:OC =0OC:CB ciog il lato del decagondB & sezione aurea del raggio
della circonferenza circoscrit@B, essendo guella sua parte che € media
proporzionale tra la restante parte e il tuttostB@®C = x, dalla proporzione si ha:
X2 :@EQO_B— X) , quindi risolvendo I'equazione di 2° grado

—1\/_

OB (naturalmente il valore negativo non €& accettabile

Ricordando che dato un triangolo rettangolo ib@po tra un cateto e I'ipotenusa € il seno defj@n

HB 5-1

opposto si hain(L8 ﬁ——_—
PP &)= OB 4
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